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■12群（電子情報通信基礎）-- 4編（力学・電磁気学）

8章 磁界

（執筆者：來住直人）［2013年 5 月受領］

■概要■

本章においては，時間的変化のない磁界を，電流によって発生する磁界と磁石によって発

生する磁界と，物質の磁気的な性質について扱う．

【本章の構成】

電荷の巨視的な移動を伴う電流によって作られる磁界について 8-1節から 8-3節において

扱う．ここで述べている「電荷の巨視的な移動」とは，導体中の電流や電荷の空間的な移動

などを指し，原子核に束縛された電子の運動や自転（スピン）は含まない．8-4節では，磁石

によって発生する磁界の性質について記述し，電荷によって生じる静電界と同様に，磁石の

磁気力の源である磁荷によって生じる静磁界を取り扱う．8-5節と 8-6節では，6-7節と 6-8

節で扱った電気分極に相当する磁気的な分極の性質を記述する．

　　8-1 電流が作る磁界

8-2 アンペールの法則

8-3 ベクトルポテンシャル

8-4 磁石と磁界

8-5 磁性体

8-6 磁性体の境界条件
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■12群 -- 4編 -- 8章

8--1 電流が作る磁界
（執筆者：來住直人）［2013年 5 月受領］

磁界を定義する前に電流間に働く力について考える．2つの平行に流れる電流の間に力が

働くことは，アンペールの実験によって明らかになっている．電流の大きさが I1 と I2 の平

行な直線電流が距離 r 隔てて存在しているとき，電流間には，電流で作られる平面内の電流

に垂直方向の力が働く．電流の長さ ` の部分の間に働く力 F の大きさ F|は，I1 と I2，` に

比例し，r に反比例する．この関係を式で表すと，

F =
µ0

2π
I1I2

r
` (8.1)

となる．ここで，µ0は真空の透磁率であり，その値は µ0 = 4π×10−7 H/m � 1.257×10−6 H/m

である．なお，電流間に働く力については，静電気力と同様に作用反作用の法則と，複数の

電流がある場合についての重ね合わせの原理が成立する．

6-2節において，静電気力から静電界を定義したのと同様に，本節でも，遠隔作用説に基づ

く電流間に働く力から，近接作用説に基づく静磁界を定義する．2つの電流 I1と I2が存在す

る場合に，各々の電流に作用する力の大きさを定義した式 (8.1)より，電流 I2 に働く力は，

F = I2`
(
µ0

2π
I1

r

)
= I2`B

と記述できるが，この式の括弧内の値 Bは，電流 I1 によって電流 I2 のある場所に作られる

場と解釈できる．したがって，

B =
µ0

2π
I1

r
(8.2)

を，電流 I1 が電流からの距離 r の空間に作る磁界と解釈する．磁界 Bのことを磁束密度と

呼ぶこともある．磁界もベクトル場なので方向を持つ．そこで磁界の方向を右ネジ方向の順

方向とが電流の向きと一致するように定義する．すなわち，z軸方向に向かう大きさ I の直

線電流が電流からの距離 r の点に作る磁界（磁束密度）Bは，

B =
µ0

2π
I
r
eφ (8.3)

と書ける．ここで，eφ は円柱座標の角度 φ 方向の単位ベクトルである．磁界 B によって電

I1 I2`

r

F
F

図 8.1 2つの平行直線電流間に働く力
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流 I ′ の長さ ` にかかる力Fは，

F = I ′` × B (8.4)

となる．これを電荷量 qの速度vで運動する点電荷に働く力に適用することにより，

F = qv× B (8.5)

を得る．これをローレンツ力と呼ぶ．

式 (8.3)を一般化し，図 8.2のように任意の電流中の長さ dl の微小な電流が，微小な電流

に対してベクトルr の位置に作る磁界を表したのが以下に示すビオ-サバールの法則である．

dB =
µ0

4π
Idl × r

r3
(8.6)

磁界の基本的な性質は以下の 3つにまとめられる．

(a)ビオ-サバールの法則

(b)重ね合わせの原理

複数の電流が存在するときの磁界は，各々の電流が作る磁界を重ね合わせることで計算で

きる．これにより，ビオ-サバールの法則から出発して，電流全体が作る磁界を計算すること

が可能になる．

図 8.3のように，位置ベクトルrの点の磁界は，ビオ-サバールの法則 (8.6)により定義され

る微小な電流が作る磁界を重ね合せることで，電流 I の経路 Cの線積分によって以下のよう

に計算できる．

B =
µ0I
4π

∫

C

dl × (r − r′)
|r − r′|3 (8.7)

(c)単極の源の不存在

静電界はこれを発生・消滅させる源である電荷が存在したが，磁界にはこれに対応する源，

すなわち単極の磁荷は存在しない．このことにより，磁界に関するガウスの法則は，任意の

閉曲面 Sに対して，
∫

S
B · ndS = 0 (8.8)

I

Idl r

dB

図 8.2 微小な電流 Idl が作る磁界 dB
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図 8.3 電流 I が作る磁界 B の解析

と表現できる．または微分形で，

∇ · B = 0 (8.9)

とも表現できる．これは 6-5節の電界に関するクーロンの法則式 (??)に対応して，磁界に関

するクーロンの法則とも言える．

ビオ-サバールの法則と重ね合わせの原理を用いて，簡単な形状の電流が作る磁界を以下で

求めてみる．

（1）無限長直線電流

図 8.4のように z軸の正方向に流れる大きさ I の電流が，距離 r の点に作る磁界を求める．

電流は無限長で z軸対称なので磁界の大きさは z軸からの距離 r のみの関数になる．ビオ-サ

バールの法則 (8.6)を適用すると，微小な電流 Idzkが作る磁界 dBは，微小な電流の位置か

ら磁界を求める点へ向かう単位ベクトルを r0 として，

dB =
µ0

4π
Idz
R2

ez × r0 =
µ0

4π
Idz
R2

cosθeφ

で与えられる．z = r tanθ より dz = rdθ/ cos2 θ となり，これと Rcosθ = r を用いると，

r

R

k

Idzk
r0

I

eφ

θ dB
0

z

z

図 8.4 無限長直線電流が作る磁界の計算
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dB =
µ0I
4πr

cosθdθeφ

を得るので，

B =
µ0I
4πr

∫ π/2

−π/2
cosθdθeφ =

µ0I
2πr

eφ

となり，式 (8.2)と一致することがわかる．

(2)円電流

図 8.5のように，原点を中心として半径 aの xy平面上の円環上を流れる大きさ I の電流

が中心軸である z軸上に作る磁界を求める．

x

x

I

O

Idl

z

z

α0

r0

r

Id l

z

α

dB
α

a

図 8.5 円電流が作る磁界の計算

ビオ-サバールの法則 (8.6)により，微小な電流 Idzk が座標 z作る磁界 dB は，微小な電

流の位置から磁界を求める点へ向かう単位ベクトルを r0 として，

dB =
µ0

4π
Idl
r2
× r0

で与えられる．dBは z軸に対して図 8.5(b)に示す角度 αをなす方向を向いており，これを

円環全体で積分した場合は z軸と直行する成分は相殺され，dBの大きさに cosαを乗じた z

軸方向成分だけが残るので，磁界の大きさ Bは，

B = cosα
∮

µ0

4π
Idl
r2

=
µ0Ia2

2(z2 + a2)3/2

となる．
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8--2 アンペールの法則
（執筆者：來住直人）［2013年 5 月受領］

静電界では 6-4節で述べたように電界 Eの線積分により電位を定義した．磁界 Bについて

も電位に対応する量の定義の可能性の検証のために，以下のような磁界の線積分を考える．

φm =

∫ B

A
−B · dl

まずは図 8.6(a)の閉経路 C1 を流れる大きさ I の電流が作る磁界 Bを考え，ビオ・サバール

の法則 (8.6)より，点 Pの磁界について，

図 8.6 アンペールの法則の導出のための積分経路

−B · dl =
µ0I
4π

∮

C1

−dl′ × r0

r2
· dl =

µ0I
4π

∮

C1

dl′ × (−dl) · (−r0)
r2

を得る，ここで，図 8.6(b)より dl′ × (−dl)は dl′ と ×(−dl)で作られ，単位法線ベクトルnを

持つ微小面積 ndSとなるので，

−B · dl =
µ0I
4π

∮

C1

−r0

r2
· ndS

と表される．この式の積分は図 8.6(b), (c)から，閉経路 C1 とこれを −dl 平行移動した閉経
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路 C2 によって形成される帯状の微小面 δSの点 Pから見た立体角 δΩとなるので，

−B · dl =
µ0I
4π

δΩ =
µ0I
4π

(Ω1 −Ω2) (8.10)

となる．Ω1 と Ω2 は，それぞれ閉経路 C1 と C2 を周辺曲線とする面 S1 と S2 の点 Pから

見た立体角である．ただし，面の方向は，C1 と C2 の右ネジ方向を正としている．また，Ω2

は，点 Pから距離 dl 離れた点から閉経路 C1を見た立体角とも解釈できるので，式 (8.10)を

点 A から点 Bを結ぶ経路で積分すると，

∫ B

A
−Bdl =

µ0I
4π

(ΩA −ΩB) (8.11)

または

∫ B

A
Bdl =

µ0I
4π

(ΩB −ΩA) (8.12)

のように，点 A，Bから閉経路 C1 を見た立体角 ΩA，ΩB を用いて表現できる．これより電

界Eと同様にBの線積分の値も始点と終点のみに依存し，経路によらないために磁界も保存力

の場となるため，電位に対応する量が定義可能に見えるが，これは正しくない．このことは，

図 8.7のような平面上に存在する円環状の大きさ I の電流ループにおいて，式 (8.11)の積分

を計算することで理解できる．図の太い横棒が電流ループの断面を示しており，図に示す電

流の方向から定義される閉経路を周辺曲線とする面 S の方向は下方を向いている．点 A か

ら図の CCW を通って点 B に向かう経路と，CCCWを通って点 B と同一で裏側の点 B’ に向

かう経路の積分を計算する．点 A から見た面 Sの立体角は 0であり，面の方角を考慮する

と点 B から見た面 S の立体角は 2π，点 B’ から見た面 S の立体角は 2πとなる．したがっ

て，式 (8.12)より，

図 8.7 点 A から B への 2つの積分経路と電流ループ

∫

CCW

B · dl =
µ0I
4π

(ΩB −ΩA) = µ0I/2

∫

CCCW

B · dl =
µ0I
4π

(ΩB′ −ΩA) = −µ0I/2

となり，面の方向に伴って終点における立体角の符号が異なる場合，線積分の値が経路に
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依存することが分かる．これらより，A→B→B’→A と周回する閉経路 C上の周回線積分に

ついて，
∮

C
B · dl = µ0I (8.13)

を得る．これは，電流ループと閉経路 Cが鎖交する場合であり，それ以外の場合は周回線積

分の値は 0となる．

以上より，以下に示すアンペールの法則が成立する．

任意の閉経路 C上の磁界Bの周回線積分の値は式 (8.13)で与えられる．ただし，I は閉経

路 Cに鎖交する電流の総和である．

6-3節で取り上げた電界に関するガウスの法則には，6-5節で示したような微分形が存在す

るように，アンペールの法則 (8.13)にも微分形が存在する．式 (8.13)において定義した閉経

路 Cを周辺曲線とする任意の曲面 Sを考え，6-2節に示した式 (??)のストークスの定理を

適用し，Cに鎖交する電流 I，すなわち，面 Sを貫通する電流 I を電流密度 Jを用いて表現

すると，
∮

C
B · dl =

∫

S
∇ × B · ndS = µ0I = µ0

∫

S
J · ndS

が成立する．この式は任意の面 Sについて成立するので，

∇ × B = µ0J (8.14)

これはアンペールの法則の微分形であり，式 (8.13)で表現される積分形と等価である．

アンペールの法則は任意の電流が作る磁界について成立するが，ガウスの法則と同様に幾

何学的対称性の良い電流分布が作る磁界の計算に適用可能である．以下にアンペールの法則

を用いた磁界の計算例を示す．

（1）無限長直線電流

ビオ・サバールの法則による計算と同様に図 8.4で考える．対称性より磁界の大きさは z

軸からの距離 r のみの関数になり，磁界の方向は z軸に垂直な平面内の z軸中心の周回方向

（eφ 方向）となる．閉経路 Cを z軸を中心として z軸に垂直な平面内にある半径 r の円周全

体とし，Cの方向は電流の右ネジ方向とすると，式 (8.13)において経路と Bは平行となり，

C上で Bの大きさ Bは一定となるので，
∮

C
B · dl =

∮

C
Bdl = B

∮

C
dl = 2πrB = µ0I

より，

B =
µ0I
2πr

eφ

と，式 (8.2)とビオ・サバールの法則による計算結果と一致する．
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（2）無限長ソレノイド

ソレノイドは，円筒上に螺旋状に巻いたコイルのことで，図 8.8(a)のように円環状の電流

が多層平行に連なった状態と解釈できる．単位長さ当たりのコイルの巻数が Nの無限長ソレ

ノイドが作る磁界を求めてみる．この磁界は，形状の対称性よりソレノイドの中心軸方向成

分のみとなる．アンペールの法則を，図 8.8(b)に示すソレノイドの断面における矩形 ABCD

で作られる閉経路に適用する．経路の方向は A→B→C→D→A ととり，AB = CD = l とす

る．AB と DA 上においてはそれぞれ磁界の大きさは一定となり，BCと DA 上においては

B ⊥ dl となり積分に寄与しないので，
∮

ABCDA
B · dl = l(BAB − BCD) = µ0NI

となる．ここで，BABと BCD は，それぞれ AB，CD上の磁界の大きさで，図の右方向を正

としてある．

B
B’

C
C’

A
A’

D
D’

0

r

B

l

I I

(a)電流分布 (b)アンペールの法則適用のための経路

図 8.8 無限長ソレノイド

上記の積分は，矩形 ABC’ D’ についても適用可能なので，

l(BAB − BCD) = l(BAB − BC′D′ ) = µ0NI

を得る．これより BCD = BC′D′ となり，ソレノイドの外部の磁界は一定となるが，C’ D’ で

r → ∞とすると，無限遠の磁界は 0となることから BC′D′ → 0であり，ソレノイドの外部の

磁界は 0となる．更に，アンペールの法則を矩形 A’ B’ BA で適用すると，この閉経路に鎖

交する電流はないので，
∮

A′B′BA
B · dl = l(BA′B′ − BBA) = 0

となるため，ソレノイド内部の磁界は一定となり，

B = µ0NI (8.15)

となる．
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（3）半径 aの円筒状無限長導体を軸方向に流れる一様な電流

半径 aの円筒状導体を軸方向に総量 I の一様な電流が流れているとする．導体の中心軸か

らの距離を r とすると，(1)と同様に対称性より磁界の大きさは中心軸からの距離 r のみの

関数になり，磁界の方向は中心軸に垂直な平面内の中心軸を中心とする周回方向となる．閉

経路 Cを z軸を中心として z軸に垂直な平面内にある半径 r の円周全体とし，Cの方向は電

流の右ネジ方向とすると，式 (8.13)において経路と Bは平行となり，C上で Bの大きさ B

は一定となる．円筒内の電流密度は I/(πa2)となるので，

∮

C
B · dl =

∮

C
Bdl = B

∮

C
dl = 2πrB =


µ0

I
πa2

πr2 =
(

r
a

)2
µ0I (r < a)

µ0I (r > a)

を得る．したがって，磁界の大きさ Bは以下の式で与えられる．

B =



µ0I r
2πa2

(r < a)

µ0I
2πr

(r > a)
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■12群 -- 4編 -- 8章

8--3 ベクトルポテンシャル
（執筆者：來住直人）［2013年 5 月受領］

任意のベクトル場Fは，

∇ · F = d(r)及び ∇ × F = C(r)

を満たすスカラー場 d(r)とベクトル場 = C(r)がわかれば，

F = −∇Φ + ∇ ×A (8.16)

と記述することができる．ここで，ΦとAは，

Φ =
1
4π

∫

V′

d(r′)
|r − r′|dV′ (8.17a)

A =
1
4π

∫

V′

C(r′)
|r − r′|dV′ (8.17b)

を満たす．これをヘルムホルツの定理と呼び，F の記述に用いたスカラー場 Φ とベクトル

場Aをそれぞれスカラーポテンシャルとベクトルポテンシャルと呼ぶ．
静電界にヘルムホルツの定理を適用すると，6-2節の式 (??)と 6-5節の (??)で示した関係

により電位 φがスカラーポテンシャルとなり，

φ(r) =
1

4πε0

∫

V′

ρ(r′)
|r − r′|dV (8.18)

となるが，ベクトルポテンシャルは 0なので不要となる．これを静電界に対するスカラーポ

テンシャルと呼ぶ．式 (8.18)は，6-4節の電位に対するクーロンの法則 (??)を電荷密度 ρ(r)

の微小体積 dVの微小電荷に適用し，重ね合わせの原理を用いて導いたものと同一となる．

電流が作る磁界 Bについては式 (8.9)より ∇ · B = 0となるため，ヘルムホルツの定理を適

用すると，スカラーポテンシャルは 0なので不要となるが，アンペールの法則の微分形 (8.14)

より，

A =
µ0

4π

∫

V′

J(r′)
|r − r′|dV′ (8.19)

とすると，

B = ∇ × A (8.20)

となるので，ここで定義した A が磁界 B のベクトルポテンシャルとなることが分かる．以

下に，電流が作る磁界のベクトルポテンシャルをいくつか求めてみる．
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（1）有限長直線電流

図 8.9に示すような z軸の [−l, l] に存在する +z方向の大きさ I の電流が作る磁界のベ

クトルポテンシャルは，電流が z軸方向成分のみなので，z軸方向となる．したがって，式

(8.19)は，

A(r) =
µ0I
4π

∫ l

−l

dz√
z2 + r2

k =
µ0I
2π

loge
l +
√

r2 + l2

r
k

となる．

図 8.9 直線電流によるベクトルポテンシャルの計算

（2）無限長直線電流

これは (1)において l → ∞ とした場合になるが，|A(r)| → ∞ となるため，(1)の結果を

そのまま適用できない．そこで，6-4節で扱った無限長直線電荷が作る電位の定義と同様に，

A(a) = 0となるように A(r)に適当なベクトルを加える．結果を示すと，

A(r) =
µ0I
2π

loge
a
r

+ loge
l +
√

r2 + l2

l +
√

a2 + l2

 k

となる．この場合，|l| → ∞で，

A(r)→ µ0I
2π

loge
a
r

k

となり，発散しなくなる．このようにベクトルポテンシャルにベクトルを加えて修正するこ

との妥当性について考える．いま，もとのベクトルポテンシャル Aにあるベクトル場 aを加

えて新たなベクトルポテンシャル A′ = A + aを生成すると，これから計算される磁界 B′ は
本来の磁界 Bと等しくあるべきなので，

B′ = ∇ × A′ = ∇ × A + ∇ × a = B

より，∇ × a = 0となる必要がある．したがって，a = ∇ψとなればよいので，
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A′ = A + ∇ψ

のようなベクトルポテンシャルの定義をすれば Bは不変となる．

（3）無限長ソレノイド

z軸を中心とする半径 aの円筒上に単位長当たりの巻数が Nの無限長ソレノイドによるベ

クトルポテンシャル A を，図 8.10に示すソレノイドの断面を参考に求める．ソレノイドの

磁界は 8-2節で求めたように，以下に示す中心軸からの距離 r のみの関数となる．

B =


µ0I k (0 < r < a)

0 (r > a)

したがって，A も r のみの関数となり，方向については，積分の過程における相殺で，eϕ

x

r

I

ϕ

eϕ

z

図 8.10 無限長ソレノイドの断面

方向のみとなる．図 8.10の断面内の中心軸と同心の半径 r の円を面 S として，S 上でBを

面積分すると，ストークスの定理により Sの周辺曲線の半径 aの円の閉経路 C上の線積分

に変換され，C上では dl と Aが平行になるので，
∫

S
B · ndS =

∫

S
∇ × A · ndS =

∮

C
A · dl = 2πrA

が成立する．一方，上記のBより，

∫

S
B · ndS =


πr2µ0NI (0 < r < a)

πa2µ0NI (r > a)

となるので，最終的に，

A =



r
2
µ0NIeϕ (0 < r < a)

a2

2r
µ0NIeϕ (r > a)

を得る．Bが 0となるソレノイドの外部においても，ベクトルポテンシャルAが存在するこ

とに留意すべきである．
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■12群 -- 4編 -- 8章

8--4 磁石と磁界
（執筆者：來住直人）［2013年 5 月受領］

前節までは，磁界の要因は電荷の移動を伴う電流であったが，本節では磁石による磁界を

扱う．磁石間にかかる力である静磁気力は，静電気力の考え方と同様に「磁荷」という静磁

気力の源によると解釈できる．この磁気力も，磁荷の存在による空間の性質の変化が原因と

解釈できるので，磁荷により生成される磁界が定義できる．すなわち，磁荷量が qm1と qm2

の，空間的な広がりが無視できる 2つの点磁荷が距離 r 隔てて存在しているとき，磁荷量 qm2

の磁荷にかかる静磁気力 Fm1→2は，qm1から qm2に向かう方向の単位ベクトルを r0として，

Fm1→2 =
1

4πµ0r2

qm1qm2

r2
r0 (8.21)

で与えられる．静磁気力も静電気力と同様な遠隔作用説に基づいており，これを近接作用説

で解釈することで磁荷による静磁界が定義できる．式 (8.21)は，

Fm1→2 =

(
1

4πµ0

qm1

r2
r0

)
qm2 = qm2H1

と変形でき，カッコ内の量 H1 を，qm1 が qm2の位置に作る静磁界と解釈する．ただし，電

流が作る磁界で扱った磁束密度 Bとの混同を避けるために，ここで定義した磁荷が作る磁界

H を「補助磁界」と記すこともある．補助磁界 H は以下の 4つの基本的な性質を持つ．

(a)クーロンの法則

単一の磁荷量 qm点磁荷（点電荷 qm）が，点 Pに作る静磁界（補助磁界）は，式 (8.21)な

どにより，

H =
qm

4πµ0r2
r0 (8.22)

r は点磁荷から点 Pまでの距離，r0は点磁荷と点 Pを結ぶ直線に平行で点 Pに向かう単位ベ

クトルである．

(b)重ね合わせの原理

任意の磁荷分布は点磁荷の重ね合せで表現できるので，その磁荷分布が作る静磁界（補助

磁界）も点磁荷の作る磁荷の重ね合わせで表現できる．

(c)ガウスの法則

静磁界（補助磁界）に対しても 6-3節の静電界で成立する式 (??)と同様のガウスの法則が

成立する．すなわち，任意の閉曲面 S上において H を面積分すると，
∫

S
H · ndS =

Q′m
µ0

(8.23)

となる．ここで，Q′mは S内の磁荷の総和である．式 (8.23)には，電界Eと同様に以下の微

分形が存在する．ただし，ρmは磁荷密度である．
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∇ · H =
ρm

µ0
(8.24)

(d)保存力の場

静電界同様，静磁界（補助磁界）も保存力の場となり，
∮

C
H · dl = 0 (8.25)

が成立する．これより，静磁界（補助磁界）に対しては，6-4節で定義した静電界の電位 (??)

に相当する磁位

φm(r) =

∫ P

O
(−H) · dl (8.26)

が定義できる．これは静電界と同様に，

H = −∇φm (8.27)

と表すこともできる．

補助磁界 H と磁束密度 Bは以下の式で関係付けられている．

B = µ0H (8.28)

これより，電流が作る磁界（磁束密度）Bを補助磁界 H に換算することも可能だが，この補

助磁界についてはアンペールの法則 (8.13)が成立することにより，式 (8.26)の磁位を定義す

ることはできない．

磁界の成因は電流もしくは磁荷になるが，磁荷は常に正負の大きさの等しい磁荷の対であ

る双極子の形態で存在し，単極磁荷，すなわち正または負の符号を持つ単一の磁荷は存在し

ない．電磁石にように導体線路に流れる伝導電流が作る磁界以外の，永久磁石などの磁石が

作る磁界は，原子内の電子の運動やスピンなどの電荷の微視的な回転運動により発生してお

り，これは等価的には磁気双極子とみなすことができる．したがって，電流による磁界を含

めて，磁界（磁束密度 B）に関するガウスの法則 (8.8)が成立する．したがって，すべての磁

石は磁気双極子の集まりと考えられるので，磁気双極子により磁石の作る静磁界が解析可能

である．そこで，図 8.11に示す磁気双極子が作る磁界の磁位を考える．図 8.11(a)に示すよ

うな，距離 l を隔てて存在する大きさ qmと −qmの 2つの点磁荷により形成される磁気双極

子が点 Pに作る磁位は，静電界における双極子の電位の式 (??) と同様に，大きさが qmと l

積で方向が負から正の点磁荷へ向かう方向の磁気双極子モーメントもしくは磁気双極子能率

pmを用いて，

φm =
pm · r0

4πµ0r2
(8.29)

と表現できる．次に，これを用いることで，図 8.11(a)に示す面密度が Pmと −Pmの正負の
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図 8.11 磁気双極子の作る磁位の計算

磁荷が両面に一様に分布している厚み t の磁殻が点 Pに作るの磁位 φmを求める．まずは 2

枚の磁殻の微小面積 dS部分によって作られる磁位を求めると，式 (8.29)より，

dφm =
PmtdSn · r0

4πµ0r2
=

Pmt
4πµ0

(
−−r0 · ndS

r2

)
=

Pmt
4πµ0

(−dΩP)

を得る．ここで，dΩPは微小面積 dSを点 Pから見た立体角である．これより，磁殻全体が

点 Pに作る磁位は，

φm =
Pmt
4πµ0

(−ΩP) (8.30)

となり，この磁殻全体を点 Pから見た立体角 ΩPで表現できる．

以上を用いて，閉経路 Cを流れる大きさ I の電流ループがあるとき，これと同一の磁界を

作る磁殻を求めることを考える．この電流ループと磁殻の作る磁界は同一のため，電流ルー

プが作る磁界も保存力の場となると仮定するので，図 8.7に示したような周回線積分の値が

0とならない積分経路は考えないものとする．式 (8.26)で定義した磁位に式 (8.11)と (8.28)

を適用することで，

µ0φm = µ0

∫ P

O
(−H) · dl =

µ0I
4π

(ΩO −ΩP)

を得る．ここで，磁位の基準点 Oを無限遠にとると ΩO = 0となり，式 (8.30)より，

Pmt = µ0I (8.31)

が成立する．これより，図 8.12に示すような電流の作る磁界と磁石の作る磁界の対応付け

が可能となる．すなわち，閉経路 Cを流れる大きさ I の電流と，電流と同一の Cを周辺曲線

とする一様な磁殻は，以下の 2条件下で等価となり，同一の静磁界を作る．ただし，S，Pm，
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図 8.12 同一の磁界を作る電流と磁殻

t は，それぞれ磁殻の表面積，表面磁荷の面密度の絶対値，磁殻の厚みである．

　 1©電流の向きと磁殻の双極子モーメントの方向が右ネジ関係にある．
　 2©磁殻の双極子モーメントの大きさが pm = PmtS = µ0IS となる．

x

xO

z

a
pm = Pmtπa2

図 8.13 円盤状磁殻が作る磁界の計算

このような関係を満たす例として，図 8.13に示す原点を中心として半径 aの xy平面上に

存在する円盤状の磁殻が z軸上に作る磁界を考える．この磁殻が z軸上の点 (0, 0,z)に作る

磁位は，式 (8.30)より，

φm =
Pmt
4πµ0

(−Ω)

となる．Ωは半径 aの円盤の立体角で，

−Ω = 2π
(
1− z

z2 + a2

)

となるので，

φm =
Pmt
2µ0

(
1− z√

z2 + a2

)
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を得る．この結果を式 (8.27)に適用すると磁界が求められるが，形状の対称性より磁界は z

軸方向成分 Hzのみであり，この磁殻と等価な電流 I で表すと，

Hz = −∂φm

∂z
=

Pmt
2µ0

a2

(z2 + a2)3/2
=

Ia2

2(z2 + a2)3/2

となり，式 (8.28)より 8-1節の (2)で計算した円電流が作る磁界と一致することが分かる．
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8--5 磁性体
（執筆者：來住直人）［2013年 5 月受領］

6-9節においては，外部の電界により物質内に生じる正負の電荷の偏り，すなわち電気分

極について扱った．類似の現象として，物質が外部の磁界によって磁気的な性質を帯びるこ

とがある．この現象を磁化と呼ぶ．磁化した物質中には外部磁界とは異なる磁界の源である

磁気双極子モーメントが発生する．このように，磁化の生じる物質を磁性体と呼び，磁気双

極子モーメントが発生することを磁気分極と呼ぶ．前節で扱った磁石は，磁化された磁性体

とみなすことができる．

電気分極において分極の大きさを記述するために電気分極ベクトル Pを定義したのと同様

に，磁気分極の大きさを表す磁気分極ベクトル Pmを以下のように磁性体内の補助磁界 H を

用いて定義する．

Pm = µ0χmH = µ0M (8.32)

ここで，χmは物質の磁化率もしくは磁気感受率と呼ばれる無名数（無次元の定数）であり，

磁性体によって固有の値をとる．M は磁化である．磁気分極ベクトル Pmは，6-9節で定義

した電気分極ベクトル Pと類似の性質を持つ．すなわち，以下が成立する．

　 1© Pmの方向は正の磁荷の移動方向となり，H と平行になる．

　 2© Pmの大きさは単位体積当たりの磁気双極子の大きさとなり，単位は〔H/m2〕である．

更に，磁気分極ベクトル Pmに関するガウスの法則，
∫

S
P · ndS = −Qpm (8.33)

が成立する．Qpmは S内に含まれる分極磁荷の総量である．

磁気分極ベクトル Pmもしくは磁化 M に対しては，誘電体における磁化率 χmの絶対値は

多くの物質において 1よりも十分小さい値をとる．χm > 0の物質と χm < 0の物質を，それ

ぞれ常磁性物質，反磁性物質と呼ぶ．鉄のように χm� 1となる物質を強磁性体と呼ぶ．強

磁性体においては，式 (8.32)に示す線形性は成立しなくなる．図 8.14に，強磁性体におい

てよく見られる磁気分極特性を示す．磁界の大きさ H を 0から正方向に大きくしていくと，

|H|が小さい場合に成立していた Pmと H 間の比例関係が成立しなくなり状態 A では分極が

飽和する．ここから H を小さくしていくと，H を 0に戻しても状態 Bのように磁気分極が

0とならなず，残留磁気分極が存在する．このように，磁気分極の値が H の値で一意的に決

まるのではなく，その H の値に至るまでの履歴に依存する「ヒステリシス」が観測される．

更に H を負にすると状態 Cで磁気分極が 0となり，その後は状態 Dのように負の分極が飽

和する．再び H を増加する，すなわち，H の絶対値を小さくしていくと，H = 0の状態 E

では負の残留磁気分極が存在するヒステリシスが見られ，H を更に増加することで状態 A に

戻る．

磁性体中の磁束密度は，誘電体における電束密度 (??)と同様に，

B = µ0H + Pm (8.34)
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A

B

C

D
E

F

Pm

H0

図 8.14 強磁性体の分極-磁界特性

と表される．この式の発散を計算すると，

∇ · B = µ0∇ · H + ∇ · Pm

となり，右辺は式 (8.23)と (8.33)を用いて計算できるが，すべての磁荷は分極磁荷なので，

これらの項の磁荷は同一の分極磁荷 Qpmとなり，

∇ · B = µ0
Qpm

µ0
+

(
−Qpm

)
= 0

より，磁性体内においても磁界に関するガウスの法則 (8.8)が成立することが分かる．

次に，磁性体におけるアンペールの法則について考える．8-1節から 8-3節で取り上げた

磁界（磁束密度）B は，電流に基づいて定義されてきた．また，図 8.12で見たように，磁

石，すなわち磁化された磁性体が作る磁界は，それと等価な電流ループで実現できる．よっ

て，磁石で作られる磁界が，そのような仮想的な電流によって生成されるとみなすことが可

能となり，電流もしくは磁石を源とするすべての磁界が電流によって表現可能となる．ここ

で，磁石の作る磁界と同一の磁界を生成する等価的な電流を磁化電流と呼ぶ．図 8.15に示す

厚さ dl の一様で微小な円盤状の磁殻の場合は，磁気分極 Pm = µ0M を作るための磁化電流

dImが円盤の側面を流れている．dImは式 (8.31)より，

図 8.15 微小な磁殻の磁気分極を作る磁化電流

dIm =
Pm

dl
= M · dl (8.35)

となる．
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磁化電流は誘電体における分極電荷と類似の性質を持つ．すなわち，一様に分極した誘電

体表面に分極電荷は現れるが，その誘電体内部に分極電荷は存在しないように，一様に磁化

された磁性体においては磁化電流は図 8.15のように磁性体の側面を流れるが，その内部では

磁化電流が互いに相殺するために磁化電流は存在しない．また，磁化電流は 7章で扱った電

荷の空間的な移動を伴う電流のように外部に取り出すことはできない．一方，不均質な磁性

体，すなわち磁化に空間的な不均一が存在する磁性体においては，磁性体内部を流れる局所

的な磁化電流が存在する．図 8.16のように磁性体内部に Cを周辺曲線とする面 Sをとった

とき，Sを貫く磁化電流に寄与する電流ループを考える． 1©から 3©の電流ループについては，
面 Sをまたいでいるため電流が相殺され，求める磁化電流に寄与しない．したがって，4©か
ら 7©のように Cと鎖交する電流ループが求める磁化電流に寄与する．Cと鎖交する電流ルー

プ全体を，図 8.15に示した微小な磁殻の集まりとみなせるので，Sを貫く磁化電流 Imは式

(8.35)とストークスの定理 (??)より，

Im =

∮

C
dIm =

∮

C
M · dl =

∫

S
∇ × M · ndS (8.36)

と表現できる．ここで Sにおける磁化電流密度 Jmを用いると，

Im =

∫

S
Jm · ndS

となることから，磁化電流密度 Jmは，

Jm = ∇ × M (8.37)

と表現できる．

S

n

C

2©
1© 3©

7©

4©

5©
6©

図 8.16 C を周辺曲線とする面 S を貫く磁化電流の計算の考え方

以上で扱った磁化電流を考慮すると，磁性体中におけるアンペールの法則 (8.13)は，
∮

C
B · dl = µo(Ie + Im) (8.38)

と記述できる．右辺第一項は電荷の空間的な移動を伴う電流のように外部に取り出すことの

できる電流 Ie に起因し，第二項が磁化電流の項である．この式の左辺は式 (8.32)，(8.34)，

(8.36)より，
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∮

C
B · dl =

∮

C
µ0(H + M) · dl = µ0

∮

C
H · dl + µ0Im

と書き換えられる．したがって，補助磁界 H について，
∮

C
H · dl = Ie (8.39)

が成立する．これを磁性体中におけるアンペールの法則，もしくは補助磁界 H に関するアン

ペールの法則と呼び，ストークスの定理により微分形

∇ × H = Je (8.40)

も成立する．ここで，Jeは外部に取り出すことのできる電流密度である．

磁界（磁束密度）Bに対するアンペールの法則の法則は，式 (8.38)のように外部に取り出

すことができる電流 Ieと磁化電流 Imで記述されるのに対し，磁性体中における補助磁界 H

に対するアンペールの法則は，式 (8.39)のように Ieのみで記述される．これは，6-9節で示

した電界 E に関するガウスの法則 (??)が，真電荷と分極電荷で記述されることに対し，誘

電体に関する（電束密度 D に関する）ガウスの法則 (??) は真電荷のみで記述されることと

比較することで，電界 Eと磁界 Bを主として用いる「E-B対応」を採用する根拠と解釈す

ることもできる．
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■12群 -- 4編 -- 8章

8--6 磁性体の境界条件
（執筆者：來住直人）［2013年 5 月受領］

6-10節において，誘電率の異なる誘電体の境界における電界や電束密度の関係を明らかに

したが，それと同様に透磁率の異なる磁性体の境界の両側における磁界の関係を扱う．
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図 8.17 異なる磁性体境界面における境界条件の導出

図 8.17(a)のように透磁率 µ1と µ2の磁性体が境界面を共有しており，それぞれの領域の補

助磁界と磁束密度を H i , Bi (i = 1,2は領域の番号)とする．ベクトル t と nは，それぞれ境

界面の単位接線ベクトルと単位法線ベクトルである．ただし，境界面に電流は存在しないと

仮定する．境界面をまたぎ，長さ l の長辺が境界面に平行な薄い矩形の閉経路 Cを図 8.17(b)

のようにとり，式 (8.39)の周回線積分を評価する．矩形の単辺が長辺 l よりも十分小さく，

長辺上における補助磁界の変化を無視すると，この周回線積分は，仮定より電流 Ie = 0とな

ることから，
∮

C
H · dl = −H2 · tl + H1 · tl = 0

となる．次に，図 8.17(c)における磁束密度 B1 と B2 の関係を考える．境界面をまたぎ，底

面積 S0 の底面が境界面に平行な薄い円筒表面全体 Sにおいて，誘電体に関するガウスの法

則 (8.8)を適用する．円筒の高さと底面上における電束密度の変化を無視すると，
∫

S
B · ndS = B1 · (−n)S0 + B2 · nS0 = 0

を得る．これらをまとめると，

t · H1 = t · H2 (8.41a)

n · B1 = n · B2 (8.41b)

となる．これらが，磁性体境界面における境界条件であり，境界面にける補助磁界の接線方

向成分と磁束密度の法線方向成分が連続であることを意味し，6-10節で示した誘電体におけ

る境界条件 (??)と (??)に対応している．
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