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■12群（電子情報通信基礎）-- 2編（離散数学）

1章 基　礎

（執筆者：高橋俊彦）［2009年 5 月受領］

■概要■

本章では集合,関係,写像に関する基礎的な概念及び記法の定義を与える. これらは離散数

学を議論するための言葉であるにもかかわらず,文献によって異なる定義が与えられているも

のが少なくない. 本章で採用した定義は離散数学の教科書及び入門書の比較・検討に基づく

ものであるが,特に重要と思われるものを以下に述べておく.

集合は基本的概念であるがゆえにその定義が困難である. 本章では集合を単にものの集ま

りと定義する. いくつかの文献では,ものは識別可能である1, 2, 3, 4),あるいは,ものは集まりへ

の所属が明確である4, 5)などの条件を付加しているが,いずれにせよ言葉の言い換えの域を脱

しない. なお「集合」や「属する」などの言葉を無定義語とする公理論的集合論があることに

触れている教科書もある4, 6, 7).

関係の定義域及び値域を定義している文献は少ないが,大別して,関係 R ⊆ A× Bに対し,

(a)集合 Aを定義域, 集合 Bを値域と定義するもの8, 9), (b)集合 {a | (a,b) ∈ Rとなる b ∈
Bが存在する } を定義域,集合 {b | (a,b) ∈ Rとなる a ∈ Aが存在する } を値域と定義するも
の10, 11, 12) の 2通りがある. 本章では (a)を採用した.

関係 Rと Sの合成関係 {(a, c) | (a,b) ∈ R,(b,c) ∈ S}の表記は (c) R◦Sと表すもの11, 13, 14),

(d) S ◦ Rと表すもの1, 15, 16) の 2通りがある. 本章では (d)の定義を採用した.

写像 f : X→ Yの値域の定義及びその日本語と英語の対応には全く統一が見られない. 日

本語の値域は, (e)Yと定義するもの1, 6, 9, 17), (f) Xの像 f (X)と定義するもの3, 4, 8, 10, 11, 12, 18, 19)

に大別される.

一方,値域に対応する英語は codomainあるいは rangeが用いられており, (g)Yを codomain

と定義するもの7, 9, 14, 16, 19, 20, 21), (h) f (X)を rangeと定義するもの3, 4, 8, 9, 10, 11, 12, 15) に大別さ

れる. なお,必ずしも (e)と (g), (f)と (h)が対応しているわけではない. 本章では, (e)及び (g)

を採用した.

有限集合と無限集合の定義については 1-5節で述べるように 2通りを示した. これは両者

を示し,比較することに意義があると判断したためである.

濃度は有限集合における要素数の概念を無限集合の場合に拡張したものであるが,「濃度が

等しい」ことの定義は与えつつも,「濃度」自体の定義なしに濃度という言葉を使用している

文献が少なくない. 本章では濃度の定義の方を与えた.

【本章の構成】

1-1節は最も基礎的な概念である集合について述べる. 関係と写像はともに 2集合間の対応

であるが,本章では写像を関係の特別な場合と考え, 1-2節で関係, 1-3節で写像について述べ

る. 1-4節は数学的帰納法と再帰的定義について述べる. 自然数の集合という無限集合に対す

る形式的かつ有限長の記述がここで与えられる. 最後に 1-5節で無限集合について述べる.
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1--1 集　合
（執筆者：高橋俊彦）［2009年 5 月受領］

1--1--1 集　合

集合（set）とはものの集まりである．集合に属するそれぞれのものを要素（element）ある

いは元と呼ぶ．aが集合 Aの要素である（Aに属する）ことを a ∈ Aで表し，そうでないこと

を a < Aで表す．集合名はアルファベットの大文字，要素名は小文字により表すことが多い．

（1）外延的定義と内包的定義

外延的定義（extensional definition）は要素名をすべて書き並べて集合を定義する方法であ

る．要素名を「,」で区切った並びを「{」と「}」で挟む．例えば，集合 A = {1,2,3,4, 5,6,7,8,9}
は 9つの自然数 1,2,3, 4,5,6,7,8, 9からなる集合である．ただし，「. . .」を用いて，記述の一

部を省略することがある．例えば，上記の Aを A = {1,2, . . . ,9}などと表す．この省略記号
は無限集合に対して濫用される．例えば，すべての自然数の集合を {1, 2,3, . . .}などと表す．
内包的定義（intensional definition）は要素の性質の記述により集合を定義する方法である.

一般には，変数を用いて表される要素とその変数が満たすべき性質を「|」あるいは「:」で区

切り，「{」と「}」で挟む. ただし，変数 xと述語（predicate）P(x)を用いて，{x | P(x)}と表
すことが多い．例えば，集合 A = {2,4, 6,8,10}は A = {x | xは 2以上 10以下の自然数 } あ
るいは A = {2x | xは 1以上 5以下の自然数 }などと表すことができる．
集合を定義する方法として，このほかに再帰的定義がある〔本章 1-4-3参照〕．

（2）要素数

要素数が有限の集合を有限集合（finite set），無限の集合を無限集合（infinite set）という

〔本章 1-5参照〕．有限集合 Aの要素数を | A |あるいは #Aで表す．要素をもたない集合，す

なわち要素数 0の集合を空集合（empty set）と呼び，∅あるいは {}で表す．空集合はただ一
つ存在する．

（3）部分集合

集合 Aの要素がすべて集合 Bの要素であるとき，Aを Bの部分集合（subset）と呼び，

A ⊆ Bあるいは B ⊇ Aと表す．A ⊆ Bかつ A ⊇ B，すなわち集合 Aと集合 Bが同じ要素か

らなるとき，Aと Bは等しいといい，A = Bと表す．Aと Bが等しくないことを，A , Bと

表す．

A ⊆ Bかつ A , Bのとき，Aは Bの真部分集合（proper subset）であるといい，A ⊂ Bと

表す．∗．
任意の集合 Aに対し，以下が成り立つ．

反射律 : A ⊆ A. (1・1)

推移律 : A ⊆ Bかつ B ⊆ Cならば A ⊆ C. (1・2)

（4）集合族

集合を要素とする集合を特に集合族（family）と呼ぶ．集合族 F の任意の要素 S ∈ F があ

∗ 記号「⊂」を部分集合に対して，すなわち「⊆」の意味で用いている文献もある14,19)．
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る集合 Aの部分集合であるとき，F を集合 A上の集合族と呼ぶ．集合 A上の集合族 F に対

し，要素 a ∈ Aが属する F の要素（集合）の数を aの F における位数（order）という．

（5）数の集合

自然数や有理数など，数の集合は以下に示すような太字のアルファベットで表される．

N : すべての自然数の集合．本章では N = {0,1, 2, . . .}とする．
Z : すべての整数の集合．

Q : すべての有理数の集合．

R : すべての実数の集合．

C : すべての複素数の集合．

1--1--2 集合の演算

集合 A,Bに対して 2項演算が定義できる．

（1）和集合

集合 A,Bのいずれかに属する（両方に属する場合も含む）要素全体からなる集合 {x | x ∈
Aまたは x ∈ B}を Aと Bの和あるいは和集合（union）と呼び，A∪ Bと表す．和集合は結

びとも呼ばれる．

任意の集合 A,B,Cに対して以下の性質が成り立つ．

恒等律: A∪ ∅ = ∅ ∪ A = A. (1・3)

べき等律: A∪ A = A. (1・4)

交換律: A∪ B = B∪ A. (1・5)

結合律: (A∪ B) ∪C = A∪ (B∪C). (1・6)

結合律により，集合 A1, · · · ,An の和を，括弧を省略して A1 ∪ · · · ∪ An と表すことができる．

また，集合 I の要素 i に対し，集合 Ai が定まるとき，I のすべての要素 i についての Ai の和

を
⋃

i∈I

Ai と表す．集合 I は添字集合（index set）と呼ばれる．

（2）積集合

集合 A,Bの両方に属する要素全体からなる集合 {x | x ∈ Aかつ x ∈ B}を Aと Bの積ある

いは積集合（intersection）と呼び，A∩ Bと表す．積集合は共通部分あるいは交わりとも呼

ばれる．

任意の集合 A,B,Cに対して以下の性質が成り立つ．

支配律: A∩ ∅ = ∅ ∩ A = ∅. (1・7)

べき等律: A∩ A = A. (1・8)

交換律: A∩ B = B∩ A. (1・9)

結合律: (A∩ B) ∩C = A∩ (B∩C). (1・10)

結合律により，集合 A1, · · · ,An の積を，括弧を省略して A1 ∩ · · · ∩ An と表すことができ
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る．添字集合 I を用いた表記
⋂

i∈I

Ai も和集合の場合と同様である．

A∩ B = ∅であるとき，すなわち Aと Bが共通要素をもたないとき，それらは互いに素あ

るいは交わらない（disjoint）と呼ばれる．集合 A,Bが互いに素であるとき，A∪ Bを A + B

と表し，Aと Bの直和（direct sum）と呼ぶ．

A,B,Cを集合とするとき，和と積に関して，以下の分配律が成り立つ．

A∩ (B∪C) = (A∩ B) ∪ (A∩C). (1・11)

A∪ (B∩C) = (A∪ B) ∩ (A∪C). (1・12)

また，以下の吸収律が成り立つ．

A∩ (A∪ B) = A. (1・13)

A∪ (A∩ B) = A. (1・14)

（3）差集合

集合 Aに属するが集合 Bに属さない要素全体からなる集合 {x | x ∈ Aかつ x < B}を Aと

Bの差あるいは差集合（difference）と呼び，A− Bと表す．A− Bを A\Bと表すこともある．
（4）対称差

集合 Aと Bのいずれか一方のみに属する要素よりなる集合 (A− B)∪ (B− A)を Pと Qの

対称差（symmetric difference）と呼び，P⊕ Qと表す．A⊕ Bを A∆Bと表すこともある．

1--1--3 補集合

集合 Aが集合 U の部分集合であるとき，U − Aを U に関する Aの補集合（complement）

と呼ぶ．特に U が議論の対象としているすべての要素からなる集合であるとき，U を普遍集

合（universal set）あるいは全体集合と呼ぶ．普遍集合 U が明らかである場合，U − Aを単

に Aの補集合といい，Aと表す．なお，Aを Ac と表すこともある．

普遍集合 U と集合 A ⊆ U に対して，以下が成り立つ．

∅ = U, U = ∅. (1・15)

支配律: A∪ A = U, A∩ A = ∅. (1・16)

復元律: A = A. (1・17)

1--1--4 ド・モルガンの法則（De Morgan's laws）

A,Bを集合とするとき，以下が成り立つ．

A∩ B = A∪ B. (1・18)

A∪ B = A∩ B. (1・19)

ド・モルガンの法則に見られるように，集合の演算に関する公式は ∪ と ∩ を入れ替え，U
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（全体集合）と ∅を入れ換えても成り立つ．この性質を双対性と呼ぶ．

1--1--5 べき集合

集合 Aのすべての部分集合からなる集合を Aのべき集合（power set）といい，2A ある

いは P(A) と表す．すなわち，2A = {S | S ⊆ A} である．例えば，A = {1,2,3} に対し，
2A = {∅, {1}, {2}, {3} , {1,2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2,3}}．特に，∅ ∈ 2A, A ∈ 2A であることに注意．

また，べき集合の要素数について以下が成り立つ．

| 2A |= 2|A|. (1・20)
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1--2 関　係
（執筆者：高橋俊彦）［2009年 5 月受領］

1--2--1 順序対と直積

集合 A,Bからそれぞれ一つずつ要素 a ∈ A, b ∈ Bを取り出し，この順番に並べた対 (a,b)

を順序対（ordered pair）と呼ぶ．Aと Bの順序対全体の集合 {(a, b) | a ∈ Aかつ b ∈ B}を A

と Bの直積（direct product）あるいはデカルト積（Cartesian product）と呼び，A× Bと表

す．任意の集合 A に対し，

A× ∅ = ∅ × A = ∅. (1・21)

また，A,Bが有限集合のとき，

| A× B |=| A | × | B | . (1・22)

1--2--2 2項関係

集合 A,Bに対し，A× Bの部分集合 Rを Aから Bへの 2項関係（binary relation）あるい

は単に関係と呼ぶ．以下では，特に断らない限り関係とは 2項関係を指す．

Aを Rの定義域（domain），Bを値域（codomain）と呼ぶ．定義域と値域がともに Aであ

るとき，R⊆ A× Aを A上の関係と呼ぶ．(a,b) ∈ Rは R(a,b)あるいは aRbとも表される．

Rが Aから Bへの関係であるとき，集合 {(b, a) | (a,b) ∈ R}は Bから Aへの関係となる．

これを Rの逆関係（inverse relation）と呼び，R−1 と表す．

関係 R,Sは定義域，値域がそれぞれ等しく，かつ R = Sであるとき∗，等しいという．

1--2--3 2項関係の性質

集合 A上の 2項関係が満たす性質のなかで特徴的なものを示す．

（1）反射律

任意の a ∈ Aに対し，(a,a) ∈ R．このときRは反射的（reflexive）であるという．

（2）対称律

(a,b) ∈ Rならば (b, a) ∈ R．このとき Rは対称的（symmetric）であるという．

（3）反対称律

(a,b) ∈ Rかつ a , bならば (b,a) < R．このときRは反対称的（antisymmetric）であると

いう．

（4）推移律

(a,b) ∈ R,(b,c) ∈ Rならば (a,c) ∈ R．このとき Rは推移的（transitive）であるという．

1--2--4 関係の合成

集合 Aから集合 Bへの関係 R⊆ A×B，集合 Bから集合Cへの関係 S ⊆ B×Cに対し，集合

∗ この等号は集合として Rと S が等しい，という意味である．
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{(a, c) | R(a,b)かつ S(b, c)} ⊆ A×Cは関係となる．この関係を Rと Sの合成（composition）

と呼び，S ◦ Rと表す．

合成は結合律を満たす．すなわち，関係 R⊆ A× B，S ⊆ B×C，T ⊆ C × Dに対し，

T ◦ (S ◦ R) = (T ◦ S) ◦ R. (1・23)

n ≥ 2に対し，関係 Rを n個合成したものを Rnと書く．また，n = 1に対し R1 = R，n = 0

に対し R0 = {(a,a) | a ∈ A}とする．R0 は恒等関係（identity relation）と呼ばれる．

1--2--5 閉　包

Rを集合 A上の関係，Sを Rを部分集合とする性質 Pを満たす A上の関係とする．性質

Pを満たす任意の関係 S′ ⊇ Rに対し，S′ ⊇ Sであるとき，Sを Rの P-閉包（P-closure）と

呼ぶ．

Rの推移的閉包（transitive closure）及び反射的推移的閉包（reflexive transitive closure）は

それぞれ性質 Pを ‘反射的 ’ 及び ‘反射的かつ推移的 ’ としたときの P-閉包である．これらは

それぞれ以下の式で与えられる関係 R+ 及び R∗ に等しい．

R+ = R1 ∪ R2 ∪ R3 ∪ · · · =
∞⋃

i=1

Ri (1・24)

R∗ = R0 ∪ R1 ∪ R2 ∪ · · · =
∞⋃

i=0

Ri (1・25)

1--2--6 同値関係

反射的，対称的，かつ推移的関係を同値関係（equivalence relation）と呼び，記号「≡」で
表す∗．要素 a ∈ Aに対し,集合 {b ∈ A | a ≡ b}を aの同値類（equivalence class）と呼び，

[a]≡ と表す．このとき，aを同値類 [a]≡ の代表元（representative）と呼ぶ．

和が集合 Aとなる互いに素な Aの部分集合族 F を Aの分割（partition）と呼ぶ．すなわ

ち，
⋃

S∈F S = Aかつ任意の S,T ∈ F に対して，S , T ならば S ∩ T = ∅である．
≡を集合 A上の同値関係とする．このとき，任意の要素 a,b ∈ Aに対し，[a]≡ = [b]≡ また
は [a]≡ ∩ [b]≡ = ∅ である．したがって，ある I ⊆ Aが存在して，集合族 F = {[i] ≡ | i ∈ I } は
Aの分割 A =

⋃

i∈I

[i] ≡ となる．集合族 F を Aの ≡による商集合（quotient set）と呼び，A/ ≡
と表す．

逆に集合の分割は同値関係を定める．すなわち，集合 Aの分割 F に対し，関係 R = {(a, b) |
ある S ∈ F に対し，a ∈ Sかつ b ∈ S}は同値関係となる．

1--2--7 半順序関係

反射的，反対称的，かつ推移的な関係を半順序関係（partial order）あるいは単に順序（order）

と呼び，しばしば記号「�」で表す．集合 A上に半順序関係 �が定義されているとき，Aを

半順序集合（partially ordered set, poset）と呼び, (A,�)と表す．

∗ 記号「∼」で表すことも多いが14,15, 17)，本章では「∼」は集合の対等を表すために用いる．
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（1）ハッセ図

半順序集合 (A,�)の要素 a,b ∈ Aに対して，a � bかつ a , bであるとき，a ≺ bと表す†．
(A,�)を以下の方法で視覚化した図をハッセ図（Hasse diagram）と呼ぶ．

1. Aの各要素に対応した点を描く．ただし，a ≺ bならば aに対応する点は bに対応す

る点の下方に置かれる．

2. a ≺ bである要素 a,bに対し，a ≺ c ≺ bとなる cが存在しないときかつそのときに限

り，要素 a, bに対応する点を線分で結ぶ．

図 1・1は半順序集合 (2{1,2,3},⊆)のハッセ図である．

r
∅

r
{2}

r
{1}

r
{3}

r {1, 3}r{1,2} r{2,3}

r {1, 2,3}

©©©©©

HHHHH ©©©©©
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図 1・1 ハッセ図

（2）比較可能性

要素 a,bに対し，a � bまたは b � aであるとき，aと bは比較可能（comparable）であ

るという．そうでないとき，比較不能（incomparable）という．

半順序集合 Aの部分集合を S とする．S のどの二つの要素も比較可能であるとき，S を

鎖（chain）と呼ぶ．| S |を鎖の長さという．また，Sのどの二つの要素も比較不能であると

き，Sを反鎖（antichain）と呼ぶ．

（3）極大元，極小元，最大元，最小元

B ⊆ Aとする．要素 a0 ∈ Bに対し，a0 ≺ aとなる要素 a ∈ Bが存在しないとき，a0は Bで

極大（maximal）である，あるいは Bの極大元であるという．また，a ≺ a0となる要素 a ∈ B

が存在しないとき，a0 は Bで極小（minimal）である，あるいは Bの極小元であるという．

要素 a0 ∈ Bに対し，a0 が Bのすべての要素と比較可能であり，かつ a0 ≺ aとなる要素

a ∈ Bが存在しないとき，a0 は Bで最大（maximum）である，あるいは Bの最大元である

という．また，a0 が Bのすべての要素と比較可能であり，かつ a ≺ a0 となる要素 a ∈ Bが

存在しないとき，a0 は Bで最小（minimum）である，あるいは Bの最小元であるという．

1--2--8 全順序関係

どの二つの要素も比較可能であるような半順序関係 (A,�)を全順序関係（total order）ある

いは線形順序関係（linear order）と呼ぶ．また，このとき (A,�)を全順序集合（totally ordered

set）と呼ぶ．(A,�)が全順序集合であることは Aが鎖であることにほかならない．

† 「≺」は擬順序（quasi-order）と呼ばれる．
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1--3 写　像
（執筆者：高橋俊彦）［2009年 5 月受領］

1--3--1 写　像

集合 Xのどの要素にも集合 Yのある要素がただ一つだけ対応しているとき，この対応を X

から Yへの写像（mapping）あるいは関数（函数）（function）と呼び， f : X→ Yと表す．

Xを定義域（domain），Yを値域（codomain）と呼び，それぞれ X = dom( f ), Y = codom( f )

と表す．

二つの写像 f , gは定義域，値域，各要素の像がいずれも等しいとき，すなわち dom( f ) =

dom(g), codom( f ) = codom(g),すべての x ∈ dom( f ) に対して f (x) = g(x)であるとき，等

しいといい， f = gと表す．

（1）制限と拡大

写像 f に対し，定義域を A ⊆ dom( f )に制限した写像を f の Aへの制限（restriction）と

呼び， f |A と表す．また， f は f |A の拡大あるいは拡張（extension）と呼ばれる．

（2）像と逆像

写像 f : X→ Yによって x ∈ Xに y ∈ Yが対応づけられているとき，yを xの像（image）

と呼び，y = f (x) あるいは f : x 7→ yと表す．また，A ⊆ X に対し, f (A) = {y | ある x ∈
Aに対し，y = f (x)}を f による Aの像と呼ぶ．特に，A = Xのとき， f (X)を写像 f の像と

呼び，range( f )と表す．

写像 f : X→ Yに対し，その像が集合 B ⊆ Yの要素となる Xの要素の集合 {x | x ∈ X, f (x) ∈
B}を Bの f による逆像（inverse image）あるいは原像（preimage）と呼び，f −1(B)と表す．

1--3--2 合成写像

二つの写像 f : X → Y, g : Y → Z に対し，x ∈ X を g( f (x)) に対応させる写像を f と g

の合成写像（composition）と呼び，g ◦ f と表す．g ◦ f の定義域は X，値域は Z，すなわち

g ◦ f : X→ Zである．任意の写像 f ,g,hに対し，合成写像 g ◦ f 及び h ◦ gが定義されるな

らば, h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f である,すなわち写像の合成は結合律を満たす．

1--3--3 単射，全射，全単射

（1）単　射

f : X→ Yを写像とする．任意の x1, x2 ∈ Xに対し，x1 , x2 ならば f (x1) , f (x2)が成り

立つとき写像 f を単射（injection）あるいは 1対 1（one-to-one）という．

単射 f ,gに対して，合成写像 g ◦ f が定義されるならば，それは単射となる．また，写像

f , gの合成写像 g ◦ f が単射であるならば， f は単射である（gは単射とは限らない）．

（2）全　射

f : X → Yを写像とする．任意の y ∈ Yに対し， f (x) = yとなる x ∈ X が存在するとき，

すなわち f (X) = Yであるとき， f を全射（surjection）あるいは上への（onto）写像という．

全射 f ,gに対して，合成写像 g ◦ f が定義されるならば，それは全射となる．また，写像

f , gの合成写像 g ◦ f が全射であるならば，gは全射である（ f は全射とは限らない）．
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（3）全単射

全射かつ単射である写像は全単射あるいは双射（bijection）と呼ばれる．

全単射 f , gに対して，合成写像 g◦ f が定義されるならば，それは全単射となる．また，写

像 f , gの合成写像 g ◦ f が全単射であるならば， f は単射であり，gは全射である．有限集

合 Xからそれ自身への全単射 f : X→ Xを Xの置換（permutation）と呼ぶ．

1--3--4 逆写像

写像 f : X→ Yが全単射であるとき，任意の y ∈ Yに対し，y = f (x)となる x ∈ Xが一意

に定まる．このとき yに xを対応させる写像を f の逆写像（inverse mapping）と呼び f −1で

表す．

f −1 もまた全単射であり，その逆写像 ( f −1)−1 が定義できる．( f −1)−1 = f である．

1--3--5 定数関数

すべての x ∈ dom( f ) に対する像が等しいとき，すなわちある a ∈ codom( f ) に対し，

f (dom( f )) = {a}となるとき， f を定数関数（constant function）あるいは定値写像と呼ぶ．

1--3--6 恒等写像

f : X→ Yを写像とする．すべての x ∈ Xに対し f (x) = xであるとき， f を恒等写像ある

いは恒等関数（identity function）と呼ぶ．
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1--4 数学的帰納法と再帰的定義
（執筆者：高橋俊彦）［2009年 5 月受領］

1--4--1 数学的帰納法

P(n)を自然数 nを変数とする述語〔本編 7章 7-2参照〕とする．数学的帰納法（mathematical

induction）は命題「任意の n ∈ N に対して，P(n) が成り立つ」を証明する技法（原理）で

ある．

（1）数学的帰納法

任意の n ∈ Nに対して，P(n)が成り立つことを示すためには，次の二つが成り立つことを

示せばよい：

1. 命題 P(0)が成り立つ．

2. 任意の nに対し，命題 P(n)が成り立つならば，命題 P(n + 1)も成り立つ．

1.を帰納法の基礎，2.を帰納の段階という．また，2における命題 P(n)が成り立つという仮

定を帰納法の仮定という．

（2）強数学的帰納法

強数学的帰納法は，帰納の段階における仮定が強められているため (1)の数学的帰納法よ

り強力であるが，等価な原理である．

任意の n ∈ Nに対して，P(n)が成り立つことを示すためには，次の二つが成り立つことを

示せばよい：

1. 命題 P(0)が成り立つ．

2. 任意の k ≤ nに対し，命題 P(k)が成り立つならば，命題 P(n+ 1)も成り立つ．

（3）多重帰納法

多重帰納法は複数の自然数に関する命題を証明する技法（原理）である．例として二重帰

納法を示す．

任意の自然数 m,n ∈ Nに対して，命題 P(m, n)が成り立つことを示すためには，次の二つ

が成り立つことを示せばよい：

1. 命題 P(0,0)が成り立つ．

2. 任意の m, nに対し，命題 P(m, n)が成り立つならば，命題 P(m+ 1,n)及び P(m, n+ 1)

も成り立つ．

1--4--2 ペアノの公理

ペアノ（Giuseppe Peano, 1858–1932）は自然数の集合 N を公理により定義した．これを

ペアノの公理（Peano axioms）と呼ぶ．

電子情報通信学会「知識ベース」 c© 電子情報通信学会 2014 11/(14)



電子情報通信学会『知識の森』（http://www.ieice-hbkb.org/）◆ 12群－ 2 編－ 1 章

次の性質を満たす集合 Nを自然数の集合と呼ぶ．

1. Nは 0と名付けられた要素を含む．すなわち，0 ∈ N．

2. 以下の性質を満たす写像 σ : N→ Nが存在する．σ(n)は nの後者と呼ばれる．

(a) σは単射である．すなわち，m, nならば σ(m), σ(n)．

(b) σ(n) = 0となる n ∈ Nはない．すなわち，0を後者とする要素はない．

(c) 集合 Nの部分集合 Sが 0を含み，かつ任意の n ∈ Sに対し，σ(n) ∈ Sとなるな

らば，S = N．

数学的帰納法の正当性はペアノの公理の 2(c)に基づく．すなわち，帰納法の基礎と帰納の

段階が成立するような数 nの集合 Sは公理 2(c)により自然数の集合 Nに等しい．

1--4--3 再帰的定義

再帰的定義（recursive definition）は無限集合 Sを有限長の記述により定義する方法の一つ

であり,以下のステップからなる：

（a）初期ステップ

Sに含まれる要素を有限個列挙する．すなわち，S0 ⊆ S(S0 , ∅)を外延的に定義する．
（b）再帰ステップ

Sに含まれる要素により，（新たな）Sの要素を定義する．

（c）限定句

Sの要素は初期ステップあるいは再帰ステップの有限回の適用により定義されるものに限

ることを述べる．

ペアノの公理による自然数の定義は再帰的定義の例である．再帰的定義は帰納的定義（in-

ductive definition）とも呼ばれる．
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1--5 無限集合
（執筆者：高橋俊彦）［2009年 5 月受領］

1--5--1 無限集合

離散数学あるいは情報数学の教科書や入門書における有限集合及び無限集合の定義は大別

して以下の 2通りである．

（1）有限集合でないものを無限集合と定義する2, 19)

集合 Aとある自然数 nに対する集合 {1, 2, . . . ,n}との間に全単射が存在するとき，Aを有

限集合と呼ぶ．有限集合でない集合を無限集合と呼ぶ．

（2）無限集合でないものを有限集合と定義する2, 4, 9)

集合 Aとその真部分集合 A′ ⊂ Aとの間に全単射が存在するとき，Aを無限集合と呼ぶ．無

限集合でない集合を有限集合と呼ぶ∗．例えば，自然数の集合 Nからその真部分集合 N − {0}
への写像 f (n) = n + 1は全単射となる．したがって，Nは無限集合である．

(1)の定義は「有限集合はその要素を列挙し尽くせるが無限集合はそうでない」という直観

的な理解に近く，分かりやすいように見えるが,有限集合を定義するために無限集合 N の存

在を仮定していることに注意されたい．

1--5--2 濃　度

集合 Aと Bの間に全単射が存在するとき，Aと Bは対等（equipotent）であるといい，A ∼ B

で表す．

∼は同値関係であり，すべての集合からなる集合族を同値類に分割する†．各同値類を濃度
（cardinality）あるいは基数と呼び，| A |と表す．濃度は大小の比較が可能であるが数ではな
い．しかし，有限集合に対しては，それがある自然数 nについて集合 {1, 2, . . . ,n}と対等で
あるとき，| A |= n，すなわち濃度と要素数を同一視する．

自然数の集合 Nの濃度を ℵ0（アレフ・ゼロと読む）と表記する．濃度が ℵ0である集合を

可算集合（countable set）あるいは可算無限集合（countably infinite set）と呼ぶ．有限集合

と可算集合をまとめて高々可算集合（at most countable set）と呼ぶ‡．高々可算集合でない集
合を非可算集合（uncountable set）と呼ぶ．例えば，実数の集合 Rは非可算である．
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