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5 章 データ分析の基礎技術 
 
 
 
 
 
【本章の構成】 

 本章では以下について解説する． 
5-1 分類規則の学習と予測・回帰分析 
5-2 因果関係の分析 
5-3 クラスタリング 
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5-1 分類規則の学習と予測・回帰分析 
 
 
（※準備中） 
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■7群－6編－5章 

5-2 因果関係の分析 
（執筆者：植野真臣）[2008 年 12 月 受領] 

 データベースの大量データの因果関係の分析は，一般に「因果モデルの学習」1) と呼ばれ，

(1) 条件付き独立判定による学習と (2) スコアリング法による学習に大別できる．(1) は，特

定のモデルを仮定せずに無方向の連続型変数を持つ因果構造の学習にも用いることができる

が，(2) は，母数モデルを基調とし，ベイジアンネットワークをデータ発生モデルとして仮定

している． 
 本節では，データベースの解析でよく行われる離散変数データについての因果関係の分析に

ついて，(1) 条件付き独立判定による学習，(2) スコアリング法による学習，を説明する． 
 
5-2-1 条件付き独立判定による学習 

(1) MWST法 

 Chow and Liu (1968) 2) は，離散同時確率分布を相互情報量を用いた木構造で近似する手法を

提案しており，MWST（Maximuim Weight Spanning Tree）法と呼ばれる．いま，N 個の離散変数

集合 𝑥𝑥 = {𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,⋯ ,𝑥𝑥𝑁𝑁} について，MWST 法は以下のとおりである． 
 (1) 与えられたデータより，N (N－1) /2 個のすべての 2 つの変数ペア（枝と呼ぶ）につい

て，相互情報量 

𝐼𝐼(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑥𝑥𝑗𝑗) = � 𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑥𝑥𝑗𝑗) ln
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑥𝑥𝑗𝑗)
𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖)𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑗𝑗)𝑥𝑥𝑖𝑖,𝑥𝑥𝑗𝑗

 

を求める． 
 (2) 最も大きな相互情報量の値を示す 2 つの枝を取り出し，木を構成する枝とする． 
 (3) ループができないならば，次に大きな枝を木に加え，ループができるのであればその枝

を捨てる． 
 (4) ステップ 3 を N－1 個の枝が選ばれるまで続ける． 
 このアルゴリズムの利点として，①二次統計量までしか用いないために，データからの演算

が容易で信頼できる，②計算量が高々 𝑂𝑂(𝑛𝑛2) のオーダーである，が挙げられる．MWST 法は

一変数が単一の親変数を持つ構造を生成するが，複数の親変数を生成するアルゴリズムに

Rebane らによって拡張されている 3)． 
また，ベイジアンネットワーク分類機の最近の研究では，他の比較的最近提案された学習手

法より，MWST 法を改良した手法が高速に高精度の推論ができることが知られている 4)． 
(2) PCアルゴリズム 

 MWST 法は複雑な因果モデルを単純な木構造に縮約し近似する手法で，変数間の因果関係

の正確な分析は難しい．Sprites らにより，より正確な因果関係の分析手法として，以下のよう

な PC 探索アルゴリズムが提案されている 5)． 
 (1) N 個の変数間にすべて枝を引き，完全無向グラフを構成する． 
 (2) すべての 2 つの変数ペアについて他の変数を所与として条件付き独立テストを行い，周

辺独立もしくは条件付き独立の場合に枝を消去する（ただし，所与とする親変数集合の

数を 0から一つずつ増やしながら条件付き独立テストを行うことにより計算量を減らし
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ている）． 
 (3) (X, Y) と(Y, Z) が隣接するが (X, Z) が隣接しない 3 変数 (X, Y, Z) について，Y を所与と

して X と Z が従属であれば，X→Y←Z と同定する．F ' を部分的に方向づけられたグラ

フとする． 
 (4) 以下を F ' の枝がこれ以上方向づけられなくなるまで繰り返す． 
  a：F ' において，X→Y が存在し，Y―Z が存在し，X と Z が隣接していないとき，Y→Z で

ある． 
  b：X から Y へのパスが存在し，X―Y が F ' にあるとき，X→Y とする． 
  c：4 つの変数 X, Y, Z, W において Y→Z，W→Z があり，X―Y，X―Z，X―W があるとき，

X→Z とする． 
 最悪の場合，ステップ(2)と(3)での計算量が変数の数 N に対して指数爆発する場合もありう

ることが難点であるが，正確な構造が得られる保証はある．また，完全な有向グラフを得られ

ないかもしれないが，理論的に整合性のある有向枝を部分的に構成することができ，有効であ

る．また，2 つの変数が共通の潜在変数や変数選択バイアスを考慮したグラフ表現 PAG（Partial 
Ancestral Graphs）を構築するための Fast Causal Inference（FCI）アルゴリズムが提案され，現在

も研究が続けられている 5)． 
(3) 逐次消去アルゴリズム 

 PC アルゴリズムでは，真の構造で変数間に枝が多く付く場合には，計算量が指数的に増大

してしまうことが欠点であった．植野は，変数間のすべての枝が張られた完全グラフから，一

つの枝を消去したときとそうでないときのエントロピーを検定することによる逐次消去アル

ゴリズム：SAE（Sequential Arcs Elimination）algorithm を提案している 6)．これにより，計算量

をデータ数の定数倍オーダーに抑えることができることが特徴で，最近でも，親変数が非常に

多い変数を持つ構造の推定に非常に有効であることなどが報告されている． 
 
5-2-2 スコアリング法による学習 

(1) Dirichlet Prior Score Metric（DPSM） 

 スコアリング法による学習では，確率構造にベイジアンネットワークモデルを仮定し，ベイ

ジアンネットワークの条件付き確率をパラメータとしてスコアリングを導出する．最も有名な

スコアリング法は，条件付き確率パラメータΘBs の事前分布に共役事前分布であるディレクレ

分布を仮定してデータ X を所与としたときの構造 BS の予測分布を導出した以下の Dirichlet 
Prior Score Metric（DPSM）である 7)． 

𝑝𝑝(𝐗𝐗|𝐵𝐵𝑆𝑆) = � 𝑝𝑝�𝐗𝐗�Θ𝐵𝐵𝐵𝐵,𝐵𝐵𝑆𝑆�
Θ𝐵𝐵𝐵𝐵

𝑝𝑝�Θ𝐵𝐵𝐵𝐵�𝑑𝑑Θ𝐵𝐵𝐵𝐵 

= ��
Γ�𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗′ �

Γ�𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗′ + 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗�
�

Γ�𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′ + 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖�

Γ�𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′ �

𝑟𝑟𝑖𝑖−1

𝑖𝑖=0

𝑞𝑞𝑖𝑖

𝑗𝑗=1

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

ここで，𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖  は親ノードが 𝑗𝑗(= 1,⋯ ,𝑞𝑞𝑖𝑖) 番目のパターンをとったときの変数 𝑖𝑖(= 1,⋯ ,𝑁𝑁) が値 
𝑘𝑘(= 0,⋯ , 𝑟𝑟𝑖𝑖 − 1) をとったサンプル数を示し，𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′  は 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖  に対応するハイパーパラメータを示

す．DPSM を最大にするベイジアンネットワークの確率構造を探索すればよい．特に，DPSM
で 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′ = 1, (𝑖𝑖 = 1,⋯ ,𝑁𝑁,   𝑗𝑗 = 1,⋯ , 𝑞𝑞𝑖𝑖 ,   𝑘𝑘 = 0,⋯ , 𝑟𝑟𝑖𝑖 − 1)（一様分布）を仮定した場合，よく

（2・1） 
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知られた K2 アルゴリズム 7) に採用されたスコアリングとなる． 
(2) Minimum Description Length（MDL） 

 ベイジアンネットワークのスコアリングの一つとして，DPSM のハイパーパラメータをすべ

て  𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′ 1/2, (𝑖𝑖 = 1,⋯ ,𝑁𝑁,   𝑗𝑗 = 1,⋯ , 𝑞𝑞𝑖𝑖 ,   𝑘𝑘 = 0,⋯ , 𝑟𝑟𝑖𝑖 − 1)  と設定して漸近展開を行うことに

よって，以下の MDL（Minimum Description Length）が導くことができる 8)． 

𝐼𝐼(𝐵𝐵𝑆𝑆,𝐗𝐗) = ln 𝑝𝑝(𝐵𝐵𝑆𝑆) + ����𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖 ln
𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗

�
𝑟𝑟𝑖𝑖−1

𝑖𝑖=0

𝑞𝑞𝑖𝑖

𝑗𝑗=1

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

−
∑ 𝑞𝑞𝑖𝑖(𝑟𝑟𝑖𝑖 − 1)𝑁𝑁
𝑖𝑖=1

2
ln𝑛𝑛 

ここで，𝑛𝑛 = ∑ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑞𝑞𝑖𝑖
𝑗𝑗=1  となる．その後，植野 9) により，𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′ = 1/2 の条件がより緩和され，条件 

2π(ln𝑛𝑛)2 − 𝑛𝑛 < 𝑛𝑛′ < 2𝜋𝜋 exp(2𝑛𝑛) − 𝑛𝑛 で式(2･2)に収束することが証明されている． 
(3) BDe（Bayesian Dirichlet Equivalence） 

 Heckerman らは 10)，K2 に採用された DPSM のハイパーパラメータ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′ = 1 では，Likelihood 
Equivalence（構造の識別可能性との対応）を持たないことを指摘し，ノードについてのハイパ

ーパラメータの値の和が一定になることが条件であることを示している．更に事前のユーザの

知識構造BS hを所与としてハイパーパラメータ制約 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′ = 𝑛𝑛′𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑘𝑘, ∏ = 𝑗𝑗𝑖𝑖 |𝐵𝐵𝑆𝑆 ℎ) （ここで，

n' は，equivalent sample size と呼ばれ，仮説である構造 BS h の学習への重みを意味している）

を提案し，Likelihood Equivalence を持ち，ユーザの事前知識を反映させることができる DPSM
として Bayesian Dirichlet equivalence（BDe）と呼んでいる．また，Buntine 11) が先に提案してい

る一様事前分布のハイパーパラメータ 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑗𝑗𝑖𝑖′ = 𝑛𝑛′/(𝑟𝑟𝑖𝑖𝑞𝑞𝑖𝑖)  を BDe の特殊形として，BDeu（u は

uniform の u）と呼んでいる．近年，BDeu への注目は増しており，経験的ベイズ手法を用いて

BDeu の equivalent sample size を決定することにより，最も予測効率の高い学習が行えることな

どが報告されている 9)． 
(4) NPC（Necessary Path Condition）アルゴリズム 

 条件付き独立判定とスコアリング法を組み合わせた学習法も提案されており，NPC
（Necessary Path Condition）と呼ばれている 12)． 
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5-3 クラスタリング 
（執筆者：上田修功）[2009 年 11 月 受領] 

 クラスタリングとは，あらかじめ定義されたサンプル間の距離（非類似度）に基づき，与え

られたサンプル集合をいくつかのグループに分割する手法の総称で，これまで，統計，機械学

習，パターン認識，人工知能，データマイニングなどの分野で様々な手法が提案され，応用さ

れている 1)． 
 クラスタリング対象の各サンプルは，通常，ユークリッド空間上の点（実ベクトル）とする

が，頻度データやシンボリックなサンプルを対象とするクラスタリング手法も提案されている．

例えば，サンプルがグラフのノード集合として与えられ，ノード間のリンクの接続関係に基づ

くグラフクラスタリング手法がある 2)． 
 サンプル集合 𝐷𝐷 = {𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑁𝑁} に対し，最も古典的かつ直観的な手法である最短距離に基づく

階層的クラスタリングでは，2 つのクラスタ間距離を定義し，1 つのサンプルからなる N クラ

スタを初期値とし，最もクラスタ間距離が小さい 2 つのクラスタを逐次併合し，階層的なクラ

スタ構造を求める． 
 実ベクトルを対象とする分割型のクラスタリング手法の代表手法として，K-means 法がある．

サンプル集合  𝐷𝐷 = {𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑁𝑁}  に対し，K 個のクラスタ代表点からなる代表点集合𝑌𝑌 =

{𝑦𝑦1,⋯ ,𝑦𝑦𝐾𝐾} を導入する．サンプル 𝑥𝑥𝑖𝑖  をユークリッド自乗距離 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗� = �𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑦𝑦𝑗𝑗�
2 が最小とな

るクラスタ j に帰属させるというルールに従い，D の要素を排他的に K 分割する．通常，K は

N に比べ十分小さい．Y を次式の目的関数の最小化問題として解く． 

𝐽𝐽(𝐷𝐷,𝑌𝑌) = ��𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑥𝑥𝑗𝑗�
𝐾𝐾

𝑗𝑗=1

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

 上記目的関数は，D を距離 d のもとで最良近似する Y を求めていることと解釈できる．つま

り，式(3･1)は，N 個のベクトルを K 個のベクトルで近似表現するベクトル量子化の平均量子

化誤差を表す．K-means 法の具体的手順を以下に示す． 
 (1) k 個のクラスタの代表点 𝑦𝑦1,⋯ ,𝑦𝑦𝐾𝐾  を初期化する． 
 (2) 𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1,⋯ ,𝑁𝑁 に対し，𝑥𝑥𝑖𝑖  を 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑗𝑗� が最小となる j に割り当てる． 
 (3) もし，代表点への割当ての変化がなければ終了．さもなくば，各代表点の値をその代表

点に割り当てられたサンプルの平均値として更新し，ステップ 2 へ． 
 上記アルゴリズムは，必ず収束するが，式(3･1)の最小値を与える Y * が得られる保証はなく，

ステップ 1 の代表点の初期値に近い局所最適値に収束する．換言すれば，K-means 法の結果は

初期値設定に大きく依存する．この初期値依存性を解決するための効果的な手法も提案されて

いる 3)． 
 Kmeans 法では，排他的なクラスタリング，すなわち，各サンプルは必ずいずれか一つのク

ラスタに決定論的に帰属することになるが，各クラスタへの帰属度を確率値として算出可能な

クラスタリング手法もある．以下，これについて概説する． 
 j クラスタのサンプル x を確率分布 𝑝𝑝𝑗𝑗�𝑥𝑥;  𝜃𝜃𝑗𝑗� からの実現値と仮定する．ここで，𝜃𝜃𝑗𝑗  はクラス

（3・1） 
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タ j のモデル分布のパラメータを表す．クラスタの混合比を 𝛼𝛼1,⋯ ,𝛼𝛼𝐾𝐾  �𝛼𝛼𝑗𝑗 ≥ 0,∑ 𝛼𝛼𝑗𝑗 = 1𝑗𝑗 � とす

ると，サンプル x の分布は， 

𝑃𝑃�𝑥𝑥;Θ� = �𝛼𝛼𝑗𝑗𝑃𝑃𝑗𝑗�𝑥𝑥;  𝜃𝜃𝑗𝑗�
𝐾𝐾

𝑗𝑗=1

 

と書ける．換言すれは，上記確率モデルは，まず，(𝛼𝛼1,⋯ ,𝛼𝛼𝐾𝐾) をパラメータとする多項（K 項）

分布でクラスタ j を選択し，次いで，そのクラスタの要素分布 𝑃𝑃𝑗𝑗�𝑥𝑥;  𝜃𝜃𝑗𝑗� からサンプル x が生成

されたと仮定する．このように，複数の要素分布からなる確率モデルを混合モデルと呼ぶ．混

合モデルの構成要素である要素分布は応用に応じて設定される． 
 未知パラメータΘ = {𝛼𝛼1,⋯ ,𝛼𝛼𝐾𝐾, 𝜃𝜃1,⋯ ,𝜃𝜃𝐾𝐾}  は，最尤推定法に基づき，制約条件  𝛼𝛼𝑗𝑗 ≥ 0,
∑ 𝛼𝛼𝑗𝑗 = 1𝑗𝑗  のもとで，次式の対数尤度関数の最大化問題として求められる． 

𝓛𝓛�Θ;𝐷𝐷� = log�𝑃𝑃�𝑥𝑥𝑖𝑖;Θ� = � log�𝛼𝛼𝑗𝑗𝑃𝑃𝑗𝑗�𝑥𝑥;  𝜃𝜃𝑗𝑗�
𝐾𝐾

𝑗𝑗=1

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

上記目的関数はパラメータΘに関し非線形ゆえに，閉じた形で解くことはできず，ニュートン

法などの非線形数値解法で逐次的に解くことになるが，混合モデルに対するより簡便なパラメ

ータ推定法として EM アルゴリズム 4) が著名である． 
 パラメータ推定値をΘ*とすると，サンプル x のクラスタ j への帰属事後確率は，ベイズルー

ルより 𝑃𝑃(𝑗𝑗|𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝑗𝑗∗𝑃𝑃𝑗𝑗 �𝑥𝑥;Θ
∗
�/𝑃𝑃 �𝑥𝑥;Θ

∗
� と計算でき，各クラスタへの帰属度が確率的に算出で

きる．排他的なクラスタリングを必要とする場合は，x を事後確率が最大の j に割り当てれば

よい．要素分布として多項分布モデルを仮定すると，文書データの単語出現データのような頻

度データのクラスタリングに応用でき，実際，データマイニングの分野で，文書をスポーツ，

音楽，政治などのトピックにクラスタリングする手法としてこの混合モデルアプローチが用い

られている．また，混合モデルアプローチにおける混合数 K はあらかじめ設定されるが，近年，

ノンパラメトリックベイズ法の枠組みで，クラスタリング過程で自動的に適切な K を求めるこ

とも可能である． 
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